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Podstawy fizyki

D. M. Bourg: „Fizyka dla programistów gier”
http://dydaktyka.fizyka.umk.pl/
R. Resnick, D. Halliday: „Fizyka dla studentów nauk przyrodniczych i technicznych”
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https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2015/Informatory/2009-2014/tablice_fizyka.pdf
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https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2015/Informatory/2009-2014/tablice_fizyka.pdf
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Wielkość fizyczna Symbol Jednostki SI Jednostki brytyjskie

Długość l m, metr ft, feet

Masa m g, gram slug

Czas t s, sekunda s, seconds

Prędkość liniowa v m/s ft/s

Prędkość kątowa ω radian/s radian/s

Przyspieszenie liniowe a m/s2 ft/s2

Przyspieszenie kątowe α radian/s2 radian/s2

Siła F N, niuton lb, pound

Moment siły M N*m ft*lb

Moment bezwładności I kg*m2 lb*ft*s2

Ciśnienie p N/m2 lb/ft2

Gęstość ρ kg/m3 slug/ft3
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Mila morska – jest jednostką odległości 
stosowaną w nawigacji morskiej oraz 
lotnictwie. Jest to długość łuku południka 
ziemskiego odpowiadająca jednej minucie 
kątowej koła wielkiego. W rzeczywistości 
ze względu na kształt kuli ziemskiej 
(Geoida) długość łuku 1 minuty kątowej 
jest różna w zależności od szerokości 
geograficznej.

Wielka Brytania – 1853,18 m
Dania – 1851,85 m
Holandia – 1851,85 m
Stany Zjednoczone – 1853,248 m
Portugalia – 1850,00 m
Japonia – 1853,18 m

https://pl.wikipedia.org/wiki/

Metr – jednostka podstawowa długości 
w układach: SI, MKS, MKSA, MTS, 
oznaczenie m. W myśl definicji 
zatwierdzonej przez XVII Generalną 
Konferencję Miar w 1983 jest to 
odległość, jaką pokonuje światło 
w próżni w czasie 1/299 792 458 s.

1Mm = 1853,18m

1m = 1Mm / 1853,18m
      = 0,0005396
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http://www.fizyka.umk.pl/
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Wektor: 
v=[xk – xp, yk – yp, zk – zp]

Długość: 
|v|=(x2+y2+z2)1/2

Kąty kierunkowe:
vx = |v|*cosφx vy = |v|*cosφy vz = |v|*cosφz
cos2φx + cos2φy + cos2φz = 1

Wektory jednostkowe:
v = [x, y, z] = (vx)i + (vy)j + (vz)k

Normalizacja: 
u = v/|v| = (x/|v|)i + (y/|v|)j + (z/|v|)k

x

z

y

i

j

k
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Działania na wektorach

Dodawanie wektorów:
u + v = (ux+vx)i + (uy+vy)j + (uz+vz)k

Odejmowanie wektorów:
u – v = (ux-vx)i + (uy-vy)j + (uz-vz)k 

u

v

u

v

u

v
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Iloczyn wektorowy:

u x v = (uyvz - uzvy)i + (-uxvz + uzvx)j + (uxvy - uyvx)k 

Iloczyn skalarny:

u o v = (ux * vx) + (uy * vy) + (uz * vz) =  |u|*|v|*cosθ

Mnożenie przez skalar:
v * s = [x * s, y * s, z * s]

Dzielenie przez skalar:
v * s = [x / s, y / s, z / s]

u
v

uv
θ

θ

u

u
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Punkt materialny 
– ciało, które ma masę, ale nie ma rozmiarów.

Ciało sztywne 
– układ punktów materialnych, 
których wzajemne odległości nie zmieniają się.



12

Prawa dynamiki Newtona
 

Jeżeli na ciało nie działa żadna siła lub wypadkowa sił jest równa 
zero, to ciało trwa w spoczynku lub porusza się ruchem 
jednostajnym prostoliniowym.

Jeżeli na ciało działa stała, niezrównoważona siła to ciało porusza 
się ruchem jednostajnie zmiennym. Zmiana ruchu jest 
proporcjonalna do przyłożonej siły poruszającej i odbywa się 
w kierunku prostej, wzdłuż której siła jest przyłożona.

a=F/m

Względem każdego działania istnieje przeciwdziałanie, skierowane 
przeciwnie i równe, tj. wzajemne działania dwóch ciał są zawsze 
równe sobie i skierowane przeciwnie. 
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s

t

v

t

a

t

droga:
s = v*t

prędkość:
v = s/t  [km/h] [m/s] 
v = const

przyspieszenie:
a = 0

s = v*t
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droga:
s = a*t2/2
s = v*t/2

prędkość:
v = v

1
 + a*t

przyspieszenie:
a = Δv/Δt   [m/s2]
Δv = v

2
 - v

1

a > 0
a = const

s = v*t/2

s
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v

t

a

t
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droga:
s = v

1
*t - a*t2/2

prędkość:
v = v

1
 - a*t

opóźnienie (przyspieszenie ujemne):
a = Δv/Δt   [m/s2]
Δv = v

2
 - v

1

a < 0
a = const

(v
1
+v

2
)/2*t

s

t

v

t

a

t
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prędkość:
v = Δs / Δt

przyspieszenie:
a = Δv / Δt

prędkość chwilowa:
v

2
 = v

1
 + at

równania kinematyczne:
v

2
 = v

1
 + at

v
2

2 = v
1
2 + 2a(s

2
 – s

1
)

s
2
 = s

1 + v
1
t + (at2)/2

s = xi + yj + zk v = v
x
i + v

y
j + v

z
k a = a

x
i + a

y
j + a

z
k
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prędkość:
v = Δs / Δt

przyspieszenie:
a = Δv / Δt

prędkość chwilowa:
v

2
 = v

1
 + at

równania kinematyczne:
v

2
 = v

1
 + at

v
2

2 = v
1

2 + 2a(s
2
 – s

1
)

s
2
 = s

1 + v
1
t + (at2)/2

przekształcając

szukamy a

mamy Δt, v
1
, v

2

  a = (v
2
 - v

1
) / Δt

mamy Δt, v
1
, Δs

  a = (v
2
 - v

1
) / Δt =

  ((Δs/Δt-v
1
) - v

1
) / Δt=

  (Δs/Δt - 2v
1
) / Δt =

  (Δs - 2v
1
Δt) / Δt2

mamy v
1
, v

2
, Δs

  a = (v
2

2 - v
1

2) / (2Δs)
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Strzał z broni
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Strzał z broni:

s = (v
p
t)i + ((½)gt2)j  

v = (v
p
)i + (gt)j

a = (g)j 

wartości chwilowe:
s = sqrt((v

p
t)2 + ((½)gt2)2)  

v = sqrt((v
p
)2 + (gt)2) 

a = g
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Strzał z broni

s
y
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a
x
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v
x
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p

s
x
 = v

p
t

a
y
 = -g

v
y
 = -gt

s
y
 = h+(-gt2)/2

fps = 30 =>  t=1/30s
s

x
 = v

p
*t

s
y
 = h+(-gt2)/2



22

Strzał z broni
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v
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s
x
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obniżenie toru: 
s = (v

p
t)i + ((½)gt2)j  

x = v
p
t => t = x/v

p
  y = h-(½)gt2
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Strzał z armaty:

składowe poziome:
x = (v

p
cosθ

x
)t y = (v

p
cosθ

y
)t

v
x
 = v

p
cosθ

x
v

y
 = v

p
cosθ

y

a
x
 = a

y
 = 0

składowa pionowa:
z = (v

p
cosθ

z
)t – (½)gt2

v
z
 = (v

p
cosθ

z
) – gt

a
z
 = -g
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Strzał z armaty
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Strzał z armaty

s
y

s
x



26

Strzał z armaty
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Strzał z armaty

s
x
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y
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 = x/(v

p
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Obrót: 
ω – prędkość kątowa
α – przyspieszenie kątowe

ω
2
 = ω

1
 + αt

ω
2

2 = ω
1

2 + 2α(Ω
2
 – Ω

1
)

Ω
2
 = Ω

1 + ω
1
t + (αt2)/2

 

równania kinematyczne:
v
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Dla obrotu: 
ω – prędkość kątowa
α – przyspieszenie kątowe

ω
2
 = ω

1
 + αt

ω
2

2 = ω
1

2 + 2α(Ω
2
 – Ω

1
)

Ω
2
 = Ω

1 + ω
1
t + (αt2)/2

 

Ωω
α

c=rΩ  
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Dla obrotu 

 

Ω

ω
vv = ω x r
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Dla obrotu 

 

Ω

α

a
n
 =  ω x (ω x r)

a
t
 =  α x r

a
n

a
t
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Dla punktu P: 
- oddalonego o r od środka masy ciała, 
- środek masy porusza się z v

CG
 po prostej, 

- ciało obraca się z ω, v
t
 wokół środka masy

v
R = v

CG
 + v

t

v
R = v

CG
 + (ω x r)

a
R = a

CG
 + a

n
 + a

t

a
R = a

CG
 + ω x (ω x r) + α x r

ωv
CG
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Środek masy (środek ciężkości) – punkt, w którym 
przyłożenie siły nie wprawi ciała w ruch obrotowy.

masa = gęstość*objętość 
masa = suma mas cząstek składowych

Środek masy:
x

cm
 = (Σx

i
m

i
) / (Σm

i
)

y
cm

 = (Σy
i
m

i
) / (Σm

i
) 

z
cm

 = (Σz
i
m

i
) / (Σm

i
) 

m = Σm
i

R
CG

 = (Σr
CGi

m
i
) / m
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Środek masy (środek ciężkości)

KAROSERIA
500 KG

2
X

K

0,5
X

S

0,9 Y
K

SILNIK
150 KG

0,8 Y
S

BAGAŻE
300 KG

KOŁA
100KG

3
X

Kt

1
X

Kp

0,5 Y
KpKt KOŁA

100KG

3,5
X

B

1 Y
B 
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Środek masy (środek ciężkości)

KAROSERIA
500 KG

20,5

0,9

SILNIK
150 KG

0,8

BAGAŻE
300 KG

KOŁA
100KG

31

0,5  
KOŁA
100KG

3,5

1

x
cm

 = (Σx
i
m

i
) / (Σm

i
)

x
cm

 = (150*0,5+100*1+500*2+100*3+300*3,5)/         
(150+100+500+100+300) = 2,2

y
cm

 = (Σy
i
m

i
) / (Σm

i
) 

y
cm

 = (200*0,5+150*0,8+500*0,9+300*1)/      

(150+200+500+300) = 0,85
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Siła:
F=ma

Pęd:
P=mv
(v – prędkość środka ciężkości)

F=ΔP/Δt
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Moment bezwładności I
0
:

walec pełny:
Ixx = Iyy = (1/4)mr2 + (1/12)ml2,  Izz = (1/2)mr2

prostopadłościan pełny:
Ixx = (1/12)m(a2 + l2), Iyy = (1/12)m(b2 + l2), 
Izz = (1/12)m(a2 + b2)

kula pełna:
Ixx = Iyy = Izz = (2/5)mr2
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Twierdzenie Steinera:
I = I

0
 + md2 

I
0
 – moment bezwładności względem osi przechodzącej 

przez środek masy,
I – moment bezwładności względem osi równoległej do I

0
,

d – odległość między osiami,
m – masa bryły.
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Moment siły
M

CG
 = r x F

 
M

CG
 – moment siły F względem środka ciężkości,

r – odległość linii działania F od środka ciężkości,

M = M
x
i + M

y
j + M

z
k

F = F
x
i + F

y
j + F

z
k

r = xi + yj + zk

M
x
 = yF

z
 – zF

y
, M

y
 = zF

x
 – xF

z
, M

z
 = xF

y
 – yF

x 
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Moment siły:
M

CG
 = r x F 

 
ΣM

CG
 = Iα

I – moment bezwładności 
α – przyspieszenie kątowe

Moment pędu ciała:
L

CG
 = Σ(r

i
 x m

i
(ω x r

i
))

ω – prędkość kątowa

L
CG

 =  Iω

Siła:
F=ma

Pęd:
P=mv

F=ΔP/Δt
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F=ma
M

CG 
= Iα

ΣF = ma
ΣF = ΣF

x
i + ΣF

y
j + ΣF

z
k

ΣF
x = ma

x ΣFy = may  ΣFz = maz

|ΣF| = sqrt((ΣF
x
)2 + (ΣF

y
)2 + (ΣF

z
)2)

a = a
x
i + ay

j + az
k

a = sqrt(a
x
2 + ay

2 + az
2)

ΣMCG = Iα
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Siły

Tarcie statyczne:
F

Tmax
 = μ

s
N

μ
s
 – współczynnik tarcia statycznego 

N – siła oddziaływania ciała z podłożem 
Tarcie kinetyczne:

F
Tk 

= μ
k
N  

μ
k
 – współczynnik tarcia kinetycznego μk<μs

Opór cieczy lepkiej:
F = -Cv dla ciał wolno poruszających się w cieczy
C – współczynnik oporu cieczy lepkiej
v – prędkość ciała
F = -Cv2 dla ciał szybko poruszających się w cieczy 
C <> C
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Ciśnienie:
F=PA
P – ciśnienie
P = ρgh
ρ – gęstość cieczy
h – głębokość
A – powierzchnia

Siła wyporu:
Fwyp =  ρgV dla prostopadłościanu o objętości V 
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Siła sprężystości:
Fs = ks (L - r) 
ks – współczynnik sprężystości
L – długość odkształconej sprężyny
r – długość sprężyny nieodkształconej

Siła tłumiąca amortyzatorów:
F

tł
 = k

tł (v1
 – v

2
)

k
tł
 – współczynnik tłumienia

(v
1
 – v

2
) – względna prędkość punktów połączenia 
    należących do dwóch połączonych ciał
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.

w

h
CG

y

x
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.

w

h
CG

mg

R
2

R
1

ΣF
x
 = 0

ΣF
y
 = R

1
+R

2
-mg = 0
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.

w

h
CG

mg

R
2

R
1

ΣF
x
 = 0

ΣF
y
 = R

1
+R

2
-mg = 0

a = 0, α = 0
v = 0, ω = 0
s = 0, Ω = 0
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.

w

h
CG

mg

R
2

R
1

ΣF
x
 = F

P

ΣF
y
 = R

1
+R

2
-mg = 0

F
P
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.

w

h
CG

mg

R
2

R
1

ΣF
x
 = F

P

ΣF
y
 = R

1
+R

2
-mg = 0

F
P a

x
=ΣF

x
/m,   a

y
= 0, α = 0

v
x
 = a

x
t,    v

y
 = 0, ω = 0

s
x
 = (a

x
t2)/2, s

y
 = 0, Ω = 0
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Sposób postępowania:
Obliczanie właściwości ciała (masa, środek masy, moment 

bezwładności).
Identyfikacja i ocena jakościowa wszystkich sił i momentów sił 

działających na ciało.
Obliczenie sum wektorowych wszystkich sił i momentów sił.
Rozwiązanie równań ruchu postępowego i obrotowego.
Wyznaczenie prędkości liniowej i prędkości kątowej.
Wyznaczenie przesunięcia liniowego i kątowego.
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Energia kinetyczna:

Ek = mv2/2 w ruchu postępowym
Ek = Iω2/2 w ruchu obrotowym

Energia potencjalna:

Ep = mgh grawitacyjna 
Es = kx2/2 sprężystości

k - stała sprężystości sprężyny
x - wielkości rozciągnięcia (przesunięcia końca sprężyny)
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https://pl.wikipedia.org/
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Ep = mgh

Ek = mv2/2

Ep = mgh
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Siła impulsowa 
– krótko działająca siła o dużej wartości.

Popęd (impuls) – zmiana pędu [Ns]:
impuls liniowy = m(v+ - v-)
impuls kątowy = I(ω+ - ω-)

F = m(v+ - v-)/(t+ - t-)
M = I(ω+ - ω-)/(t+ - t-)
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Zderzenia doskonale sprężyste:
- suma pędów obiektów przed zderzeniem 

= suma pędów obiektów po zderzeniu,
- suma energii obiektów przed zderzeniem 

= suma energii obiektów po zderzeniu.
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Linia akcji - linia, wzdłuż której działają 
siły zderzeniowe (impulsowe), 
prostopadła do zderzających się 
powierzchni. 

Zderzenie centralne - linia akcji 
przechodzi przez środki mas 
zderzających się ciał.

Zderzenie na wprost - prędkości ciał 
leżą wzdłuż linii akcji.

Zderzenie skośne - prędkości ciał nie 
układają się wzdłuż linii akcji.
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v
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v
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v
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Zderzenie na wprost idealnie sprężyste
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Zderzenie na wprost idealnie sprężyste
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Zderzenie na wprost idealnie sprężyste
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Zderzenie na wprost idealnie sprężyste
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Zderzenie skośne idealnie sprężyste
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v

1n+
 = 0

  v
2n+

 = v
1n-

Prędkość styczna pozostaje bez zmian:
v

1s+
 = v

1s-

v
2s+

 = 0



72

Tarcie


siła uderzenia

siła tarcia

v
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 + [Jn + (μJ)t]/m

1
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1

ω
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2-
 + {r

2 
ˣ [-Jn + (μJ)t]}/I

2

t - jednostkowy wektor styczny
n - normalny wektor jednostkowy
μ - współczynnik tarcia
J - popęd  
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Zderzenie na wprost idealnie niesprężyste
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Zderzenie niesprężyste:
- utrata energii kinetycznej – zamiana na energię odkształceń.

Współczynnik restytucji:
e = - (v

1+
 - v

2+
)/(v

1-
 - v

2-
)

dla zderzeń doskonale niesprężystych = 0, 
    doskonale sprężystych = 1.
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Detekcja zderzenia – komputerowy problem geometryczny, 
którego rozwiązanie prowadzi do ustalenia, czy i gdzie nastąpi 
zderzenie.

Odpowiedź zderzenia – problem fizyczny ruchu ciał po zderzeniu.
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Detekcja zderzenia:

przecięcie wektorów prędkości,

odległość do punktu zderzenia,

punkty, które się zderzają.

v
1-

v
2-
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Detekcja zderzenia:

kule otaczające,

prostopadłościany otaczające,

otoczki wypukłe.
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Detekcja zderzenia:

ściana-wierzchołek ściana-krawędź ściana-ściana

krawędź-wierzchołek krawędź-krawędź

wierzchołek-wierzchołek



Drzewa binarnego podziału przestrzeni (Binary Space Partitioning 
Trees → BSP) 

podział przestrzeni na pary podprzestrzeni, przy czym każda para jest 
dzielona płaszczyzną o dowolnej orientacji i położeniu.
Liście drzewa reprezentują obszary leżące całkowicie wewnątrz 
wielościanu (in) lub całkowicie na zewnątrz (out).

c
d
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j
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f

h

i
b

e



Drzewa ósemkowe
podział przestrzeni na oktanty - osiem identycznych sześcianów. 
Każdy oktant może być pusty, pełny lub częściowo zapełniony.
W przypadku oktantów częściowo zapełnionych podziału dokonuje 
się rekurencyjnie aż do osiągnięcia podziału jednorodnego (pełne 
i puste) lub do osiągnięcia założonej głębokości podziału.



KD drzewa
podział przestrzeni na prostopadłościany, aż do osiągnięcia podziału 
jednorodnego (pełne i puste) lub do osiągnięcia założonej głębokości 
podziału.
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